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RESUME
Dans un article [II] preliminaire a celui-ci. I'auteur a defini geometriquement Ie groupolde
fondamental n(.'1) d'un feuilletage ,;Fsur une variete V. Le groupe structural de n(.'1') est Ie groupe
fondamental abstrait, au sens de van Est [8], du schema de variete associe a ,'f'. Le present article
a pour objet essentiel de demontrer en detail Ie resultat, deja annonce succinctement (12]. sur la
construction d'un isomorphisme canonique de n(,'1) avec un sous-groupolde plein du groupolde de
Poincare n(B'S) du classifiant B'S du groupolde d'holonomie 'S de ,,,:
Ce travail a ete suscite par une affirmation incidente de van Est [8] sur l'identite abstraite entre
Ie groupe fondamental d'un schema de variete (P, T) et Ie groupe de Poincare du classifiant BTdu
groupolde topologique T.
I. SUBMERSIONS TOPOLOGIQUES
1.1. On dira qu'une application d'espaces topologiques f: V-+ West une
submersion [4] sifest ouverte et qu'it existe, pour tout x e V, un triplet (U, g, F),
oil U est un voisinage ouvert de x, oil F est un espace topologique et oil l'appli-
cation g: U-+F est telle que (f,g):U-+f(U) xF soit un homeomorphisme. On
dira que cet homeomorphisme est la carte locale definie par (U, g,F) et de
domaine U. On appellera ouvert eIementaire de Vrelatif ala submersionftout
domaine d'une carte locale. On dira que les f- l(y), Y ef( V), sont les fibres
de f. Vne submersion est evidemment continue. On appellera surmersion une
submersion surjective. Vne submersion de varietes est evidemment une sub-
mersion des espaces topologiques sous-jacents.
Etant donnee une applicationfd'un espace topologique V dans un ensemble
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W, on ecrira wyw'(ou, plus simplement, sauf risque de confusions, w-w')
pour designer la relation d'equivalence dans 1l:xox<V), oil Xo,XE V, definie
comme suit: it existe XiEV, WiE1l:Xi_IXj(V), i=I, ... ,n, avec xn=x, et
JiE 1l:x (J-I(J(Xi)))' i=O, ... ,n, tels que l'on ait W=WI"'Wn et w'=OOWtOI'"
,,,on-'tWnOn dans Ie groupoi"de fondamental 1l:(V). Pour un sous-espace non
vide A de V, on designe par fl-+fi Ie foncteur 1l:(A)-+1l:(V)induit par l'injection
canonique A -+ V. Cette relation est compatible avec la loi de composition du
groupoi"de 1l:(V); w-w' dans 1l:XOXI (V) et wI-wi dans 1l:XIX2 (V) entrainent
WWI - w'wi. L'enonce suivant resulte immediatement du "lemme du rec-
tangle" [14].
LEMME. Soil Y= (YI' Y2) un chemin de l'espace topologiqueproduil VI x V2
dejinidans [a, b]. On a alors
[(Yt, y;((i»)][(y;-(lj),Y2)] = [y] = [(y;(a),Y2)][(YI> y;(b»]
dans 1l:y(a)y(b)( VI X V2), OU x designe Ie lacet constanten x.
PROPOSITION. Soit j:V-+ W une submersiontopologiqueajibres connexes.
On supposeaussique Vest localementconnexepar arc. Si les cheminsY et Y'
de V, dejinisdans [a, b], verifientjaY= ja y', alors on a
(I) w[y']7 [y]w'
quels que soient WE 1l:y(a)Y'(a)(J-I(yo», W' E 1l:Y(b)Y'(b)(J-I(y», OU Yo = j(y(a»,
y=j(y(b».
Supposons d'abord qu'on ait w=[J], w'=[J'], oil J, J' sont definis dans
[a, b] et tels que Y, y', Jet J' prennent leurs valeurs dans un ouvert elementaire,
ce qui revient a demontrer (1) dans Ie cas particulier oil V = Wx F et j =prl'
On a alors un chemin YI de Wet des chemins Y2' Yz, e, e' de F, tous definis
dans [a, b] par Y= (Yl> Y2), Y' = (Yl> y2), J = (y;(a), e), J' =6&}), e'). D'apres Ie
lemme, on a [y] = [(YI' y;((i»)][(i;(b),Y2)] et [y'] = [(Yl> YRQ»][(~), YDl·
D'autre part, on a [(~), Y2)][(~)' e')][(y-;(b),y2)] -I = w", oil
W"E 1l:(YI(b),Y2(a»(y,(b),Y2<a»(J-I(y»
est l'image de [Y2][e'][YzrI par Ie foncteur 1l:(F)-+1l:(WxF) induit de
z-+(YI(b),z). Donc (1) equivaut a la relation evidente [(y;(a),e)][(YI'YRQ))]-
- [(Yl> y;((i»]w".
Dans Ie cas general, it suffit d'indiquer a=to<tl<.. ·<tn=b tels que
l'enonce soit verine pour Yi = YI[I- I- I et y[= YI'[I I- I' i =0, ... , n - 1. En effet,
I' 1+ I I' 1+ I
les fibres de j:V-+ W etant connexes par arc, it existe WiE 1l:Y(I;lY'(I;l(J-I(Yi»'
i = I, ... , n, avec wn=w' et Yi=j(y(ti», et on aura alors Wi[yf]- [Y;]Wi+I' avec
wo=w, d'oil (1). En fait, on est ramene, pour tout CE [a,b], a indiquer un
intervalle compact J, voisinage de c dans [a, b], tel que l'enonce soit verine
pour YIJ et y'll' Or soit fl: [0, I]-+j-I(zo), oil zo=j(y(c», un chemin d'origine
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y(c) et d'extremite y'(c). II existe O=to<tl <···<tn=1 et des ouverts elemen-
taires connexes par arc Ui:)11([ti- l,ti)), i=I, ... ,n. On a aussi un ouvert
Wo3Zo et, pour i= 1, ... ,n-l, une section (supposee toujours continue)
Ui: Wo-+ V de f telle que Ui(ZO) = 11(ti). Soit alors J = [c',c"] un voisinage de c
dans [a,b] tel que (f°y)(J)CWo, y(J)CU" (uiofoy)(J)CUinUi+1 pour
i=I, ... ,n-l, et y'(J)cUn. Pour i=I, ... ,n, soit 'iEll'Yi_I(C')Yi(C,)Ui-I(y»,
,; E ll'Yi-I(C")Yi(c")Ui-I(z», ou Y ==f(Y(c'», Z= f(y(c"», Yo = Ylb Yi = aiDfo YIJ pour
i = 1, , n - 1, Yn=y'lJ et ou fi: Ui-+f(UJ est induite par f. On peut supposer
w = 'I 'n et w' =" ... G dans (1), qui resulte alors des relations
(;[Yd /; [Yi- dC dans ll'Yi_l(C')Yi(C")(Ui), i = 1, ... , n, verifiees d'apres ce qui
precede.
1.2. Etant donnee une application continue d'espaces topologiques
f:V-+ W, on dira que WE ll'xox(V) est un relevement du chemin y: [a, b]-+ W si
on af(xo)=y(a)et qu'il existe a=to<tl · .. <tn=b,des chemins Yi: [ti,ti+d-+V,
i=O, ... ,n-l, verifiant fOYi=YI[f.I. I' et enfin l5oEll'xy(a)(f-I(yo»,I' 1+ I 0 0
l5i E ll'Yi_I(li)Yi(li)(f-I(Yi»' i = 1, ... , n - 1, l5nE ll'Yn_l(b)x(f-I(Yn»,ou Yi == y(ti), tels
que w=Jo[Yo]J1 .. ·Jn-dYn-dJn. On dira alors que west un relevement de Y
relativement a la subdivision to<tl .. · <tn de [a,b]. II est clair que west aussi
un relevement relativement a toute subdivision plus fine de [a, b]. Si
f*:ll'(V)-+ll'(W)designe Ie foncteur induit par f, on af*(w)=[y].
PROPOSITION. Soilf: V-+ W une surmersiond'espacestop%giquesit fibres
connexes. On supposeque Vest /oca/ementconnexepar arc. Que/s que soient
Xo, x E V et /e chemin y: [a, b]-+ V, avec f(xo)= y(a), f(x) =y(b), if existe un
re/evement WEll'xoX<V) de Yet si w, W' E 1l'xox(V) sont des re/evementsde Y,
a/ors on a w/w'.
II existe, en effet, a = to< t1... < tn=b et des sections Ui de f, definies dans
des ouverts Wi:)y([ti,ti+ I )), i=O, ... ,n-1. II est clair que Jo[aooYo]J1.. ·
.. ·In-I[Un-loYn-tlJnEll'xoX<V)est un relevement de Y, avec Yi=YIII.f. I'
I I' 1+1
l50 E ll'xo(Jo(Yo)(f- (Yo», l5i E ll'(Ji-I(Yi)(Ji(y;)(f-I(YJ) pour i = 1, ... , n - 1, et
l5nE ll'(Jn_l(Yn)x(f-I(Yn»;on a pose Yi = y(ti).
Etant donnes des relevements w, w'E ll'xox<V) de Y, et qu'on peut supposer
relatifs a une meme subdivision a=to<tl .. · <tn=b, on a, avec les notations
ci-dessus,
(1)
Pour i = 0, ... , n - 1, soient alors
ei E ll'Yi(li)Y[(li)(f-I(Yi» et 11i E ll'Yi(ti+l)y[(li +1)(f-I(Yi+I»,
ou Yi=y(tJ. D'apres la proposition de (1.1.), on a li[Y:l/[Ydl1i pour
i =0, ... , n - 1 et, en consequence immediate de la definition meme de -, on a
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aussi Joto-Jo, ;;j_1J;-Jjtj pour; = 1, ... , n -1, et In;;n-I-J~. Compte tenu
de (1), ces relations entralnent w-w'.
COROLLAIRE. Sous /es hypothesesde /0 propositionprecedente,1*: 71:( V)-+
-+ 71:( W) est un loncteurplein et Vest connexepar are si et seu/ementsi West
connexepar are.
1.3. On dira que deux chemins y: [a, b]-+ Wet y': [a, b]-+ W sont strictement
homotopes relativement a une application continue I: V-+ W d'espaces topo-
logiques s'il existe une homotopie h: [a, b] X [0, 1] -+ W de yay', une subdivision
a=to<tl < ... <tn=b et des ouverts Uj:Jh([tj,tj+dx[O,ID,i=O, ... ,n-I, sur
lesquels sont definies des sections de I. La remarque suivante est presque
evidente.
REMARQUE. [11]. SiI: V-+ West une surmersiond'espacestop%giqueset si
/es chemins Yo: [a, b]-+ W et y: [a, b]-+ W sont homotopes, a/ors it existe des
cheminsYj: [a,b]-+W, i= 1, ... ,n, avec Yn=Y' te/s que, pour;=0, ... ,n -1, Yi et
Yi+ 1 soientstrictementhomotopesre/ativementaf.
On peut alors caracteriser comme suit Ie noyau de1*: 71:( V) -+ 1l(W) induit par
une surmersion topologique I: V -+ W.
PROPOSITION. SoitI: V-+ W une surmersiond'espacestop%giquesafibres
connexes. On suppose que Vest /oca/ement connexe par are. Pour w,
W' E 7I:xoX< V), on a a/ors
(1) 1*(w)=I*(w')
dans 7I:!(xo)!(X)(W) si et seu/ementsi wiw'.
Verifions d'abord que la condition est suffisante. 11 existe alors par hypothese
XjE Vet WjE7I:x. x(V), i=I, ... ,n, avec Xn=X, et OjE7I:x.(f-I(Yi»' i=O, ... ,n,I-I I I
oUYj=/(xj), tels qu'on ait W=WI'''Wnet W'=JOwIJI·.. Jn_lwnJn'Puisque J j
appartient au noyau de l'homomorphisme/*:7I:xj(V)-+7I:y;(W),i=O, ... ,n, on
a donc (1).
Montrons maintenant que la condition est necessaire. Soient y: [a, b]-+ Wet
y': [a, b]-+ W des chemins tels que W=[y], w'= [y']. Par hypothese,foy etloy'
sont homotopes et, d'apres la remarque precedente, il existe des chemins
11j: [a,b]-+W, i=O, ... ,n, avec 110 =10 y, 11n=loy' tels que 11j et 11j+l,
i =0, ... , n - 1, soient strictement homotopes relativement a I. D'apres la
proposition de (1.2.), chaque 11j, i=O, ... ,n, admet un relevement WjE7I:xox(V)
relatif a I, et on peut evidemment poser wo=w, wn=w'. 11 s'agit alors de
verifier qu'on a wOiw1i'''wn-1iwn,ce qui revient a demontrer l'enonce
dans Ie cas particulier ou w, w' relevent respectivement des chemins
':[a,b]-+W, C:[a,b]-+Wstrictement homotopes relativement a/. Or, on a
alors une homotopie h:[a,b]x[0, I]-+W de' a C, une subdivision a=to<
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</1<· .. <ln=b et des ouverts Ui::)h([/i,li+dx [0, 1)), ;=O, ... ,n-I, sur
lesquels sont definies des sections Ui de f. Posant 'i='I[/" j' ';=('1[/." j
" 1+ I " t+ I
pour ; = 0, ...• n - I, on obtient alors, comme dans la demonstration de la





et qui, d'apres la meme proposition, verifient donc w-w. w'-w'. II n'est
donc que de demontrer f f
(3) w-w'
f
Pour ;=I, ... ,n-I, Ie chemin ei:[0,I]-+Ui_1nui defini par ei(r)=h(/i,r)
verifie, d'apres la proposition de (1.1.),
(4) [Ui-I Oei][oj]7 [Oi][UiOe;l
D'autre part. Ie lemme du rectangle [14], applique a chaque UiO h: [Ii. li+ d X
x [0, 1]-+ V. ;=0, ... ,n-I, entraine [uoo'o][uooeo] = [uoo'o], [Uioei][Ui0'f]=
= [UiO';][UiO'i+d pour ;= 1, ...• n-2, et [Un-I °cn_d[Un_1o'~-d =
[un_lo'n_d.Compte tenu de (2) et de (4), on obtient alors (3).
2. LE CLASSIFIANT D'UN GROUPOi'DE TOPOLOGIQUE
2.1. Etant donnes une famille de parties (Ai)iel d'un ensemble X, des
espaces topologiques Yi , et, pour chaque ;eI, une application/;:Ai-+Yi, on
appellera topologie initiale sur X relative aux /;, ; e I, celIe engendree par
UiEJ/;-I(OlIi) Oil Ok! est l'ensemble des ouverts de Yi . Les Ai' ;eI. sont
evidemment des ouverts de cette topologie et une application g d'un espace
topologique Z dans X est continue si et seulement si g -1(Ai ) *" entraine que
g-I(Ai) est ouvert et/;0g/g-I(Ai) continue.
Etant donne un groupolde topologique r sur V, c'est-a-dire dont Vest Ie
sous-espace des unites, on designera par a et pies retractions source et but de
r sur V. Le composefg de j, g e rest donc defini si et seulement si P(f) = a(g).
Soit pr Ie sous-ensemble de ([0, I] xnN forme des (/,g)=((to,go),(/I,gl),... )
tels que les In soient nuls sauf un nombre fini d'entre eux avec I In = 1 et tels
que P(gn) soit independant de n. On designe classiquement [1] par Er Ie
quotient de prpar la relation d'equivalence suivante: (/,g)-(/',g') si In=/~
pour tout neN. avec gn = g~ pour In*0. On designera par [I, g) la classe d'equi-
valence de (I. g). Pour tout neN. on a alors une application Pn:Er-+[O,1]
definie par Pn([t,gJ)=ln, et qn:Pn-
1 (]O,IJ)-+r definie par qn([/,g])=gn' La
topologie classiquement [1J consideree sur Er est la topologie initiale relative
aux Pn et aux qn' n eN. On a une application continue p:Er-+V definie en
posant que P([/, gJ) est la valeur commune des P(gn)' On a alors aussi une
application continue ([/,g],y)-+[/,g]y definie par [/,g]y=[(to,goy),(/I,gIY),... ]
dans Ie produit fibre Erxvr de Pet de a:r-+Vet a valeurs dans Er. On
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appelle classifiant [1] de F I'espace quotient BF de EF par l'action a droite
simplement transitive de F sur EF, definie ci-dessus. Soit q:EF-+BF l'appli-
cation canonique. Le Iemme suivant est elementaire.
LEMME. Soientf:X-+Y une submersiond'espaces top%giqueset g:Z-+Y
une applicationcontinue.A/orspr2:XxyZ-+Z, ou Xx yZ est /e produitfibre
de f et g, est une submersion.
PROPOSITION. Si /'applicationsourcea:F-+ V d'un groupofdetop%giqueF
est une submersiona/ors q:EF-+BFest une submersion.
Les ouverts Yn=Pn-1(]0, I)), neN, satures pour l'action de F sur EF, re-
couvrent EF. II suffira donc, pour neN fixe, de montrer que qlYn:Yn-+q(Yn)
est une submersion. Or on a une application continue [t,g]-+ [t,g]g;1 de Yn
dans Yn induisant, par passage au quotient, une section an:q(Yn)-+ Yn de q.
L'application continue (q, qn): Yn-+q(Yn) x F induit un homeomorphisme sur
Ie produit fibre q(Yn) x vF de poan et a, ayant pour reciproque I'application
continue (e,g)-+an(~g. D'apres Ie lemme, prl:q(Yn) x vF-+q(Yn) est une
submersion. La commutativite de
entraine Ia meme propriete pour q: Yn-+q(Yn).
2.2. PROPOSITION. Soit F un groupofdetop%giquesur V, /oca/ement
connexe par arc. Si a:F-+ Vest une submersion, a/ors EF est /oca/ement
connexepar arc.
Montrons qu'un voisinage quelconque Q de [t,g]eEF contient un ouvert
Qo3 [t,g] connexe par arc. Or it existe une partie finie P:>Po de N oiI
Po={neN\tn*O},ensuite pour chaque neP (resp. nePo) un intervalle 1m
voisinage ouvert de tndans [0,1] (resp. ]0, I)), et enfin, pour chaque nePo, un
ouvert Vn 3gn connexe par arc, et qu'on peut supposer elementaire relative-
ment aIa submersion fJ:F-+ V, teis que QoCQ, oiI I'ouvert Qo3 [t,g] est defini
par Qo=(nnepPn-l(In»n(nnePoqn-l(Vn»'Les Vn, nePo, etant elemen-
taires, on peut supposer que I'ouvert connexe par arc fJ(Vn ) 3 P([t,g)) est inde-
pendant de n e Po; on Ie designera par U. Queis que soient [r, )I], [r', )I'] e Qo, il
s'agit alors d'indiquer un chemin 0: [0, I]-+Qo d'origine [r,)I] et d'extremite
[r', )I']. Soit .u: [0,1]-+ U un chemin d'origine p([r,)I)) et d'extremite p([r', )I')).
Pour tout n e Po, it existe, fJ: Vn -+ U etant une fibration triviale, un chemin
on: [0, 1]-+ Vnd'origine )In' d'extremite)l~ et tel que fJoon=.u.En posant on=.u
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pour n If Po, on definit par
d(S) =[«I -S)TO+STO, do(S», ... , ((l-S)Tn+ST~, dn(S», ... ]
un chemin d: [0, 1) .....Erd'origine[T,)I] et d'extremite [T', )I']. II reste a observer
qu'on a d(S)EQo pour tout SE [0, I]. Or, pour nEP, on a Pn(d(S»=
= (I-s)rn+ST~E In et, pour n E Po, on a Tn> T~ E ]0, I], d'ou (l-S)Tn+ST~E )0, I]
et qn(d(S»= dn(S) E Vn.
Si Vest suppose connexe par are, on aurait pu deja montrer que Er est
connexe par arc. Ceci resultera aussi de la proposition (5.1.).
2.3. Etant donne un groupolde r sur V, on posera, pour XE V,
r x, = {gEFla(g)=x} et r,x= {gErIP(g)=x}.
Pour ~EEr, on designera par ~# l'application g.....~g de rp(f,)' dans Er qui
induit un homeomorphisme sur Ie sous-espace q - I(q(~».
PROPOSITION. Soil rungroupoi'detopologique,localementconnexepar are,
sur V. On supposeque p: r..... Vest une submersioniJ fibresconnexes.AlorsIe
foncteurq.:1l(EF)..... 1l(BF) est plein et, pourw, w'E 1lf,of,(EF), on a q.(w)=
=q.(w') si et seulement s'it existe ~jEEr, WjE1lf,;_If,i(EF), i=I, ... ,n, avec
~n=~' et djE1lx;(rx;.), OU Xi=P(~i)' i=O, ... ,n, tels qu'on ait w=w,"'wn et
w'=~o#.(do)WI~.*".(dl) .,. ~(:_,).(dn-I)Wn~n#.(dn)·
II resulte d'abord de la proposition de (2.1) que q:Er.....Br est une sub-
mersion, puisqu'il est equivalent de dire que a :r..... Vest une submersion ou que
p:r..... V l'est. D'autre part, Er est localement connexe par arc d'apres la
proposition de (2.2.). Les fibres de q sont connexes parce que homeomorphes
aux fibres connexes de a:r..... V. L'enonce resulte alors du corollaire de (1.2.)
et de la proposition de (1.3.), compte tenu des isomorphismes 1lx;(rx;. ) .....
..... 1lf,;(q-l(q(~i))) induits par les ~i#' i=O, ... ,n.
3. LE GROUPOIDE DE LIE Hol(.:l)
3.1. Etant donnees des varietes V, W de meme dimension, on designera par
fl(V, W) I'ensemble des germes inversibles de morphismes f: U ..... W, ou U est
une sous-variete ouverte de V. On a des applications source a:fl(V, W) ..... Vet
but P:fl(V, W) ..... W; pour XE V, yE W, on posera flxiV,W)=a-J(x)n
np-l(y)avec flxy(V)= flxiV, V) et flAV)=flxX<V). Des germes l/>Efl(U, V)
1/1 E fl(V, W) tels que P(l/» = a(l/I) sont composables en un germe l/>I/I E fl(U, W).
Soit maintenant (V, :F) une variete feuilletee c'est-a-dire une variete connexe de
classe Cr, I $ r $ 00 OU w, de dimension finie n et munie d 'un feuilletage § de
dimension p. On suppose que Vest separee. Etant donnees une feuille F de
(V,:?l et des sous-varietes transverses (qu'on supposera toujours connexes)
pointees (1:'0' xo), (1:', x), avec Xo, XE F, on designera par Hol(Z'o.xo)(L;x)(F)Ie
sous-ensemble de flxoA1:'o,1:') forme des germes d'holonomie [9); 1l(F)
designant Ie groupolde fondamental de F, on a une surjection XF: 'llxoAF).....
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-'Hol(Z'o.xo)(I,x)(F) [9]. Si xo=x, alors xZ'oZ'e Hol(ZQ.xo)(I,Xo)(F) designera





oil §m designe l'ensemble des sous-varietes transverses, une relation d'equi-
valence </J-ql definie comme suit. On a </J-</J', ou </JeHol(ZQ.xo)(I,x)(F) et
</J'eHol(Z'o.xo)(Z".x)(F), si </JxZ'Z',=xZ'oZ'o</J' dans llxox(Io,I'). Le quotient sera




induit, pour .Io3xo et I3X fixes, une bijection dite canonique </J-.(fi de
Hol(Z'o.xo)(Z'.x)(F) sur HolxoAF). Pour xo, XI' X2 e F, on a une application
Holx x (F) x Hoix x (F)-' Holx x (F), deduite de la composition des germeso I t 2 0 2
Hoi (Z'o, XO)(Z'I' x,)(F) x Hol(Z'\.x1)(Z'2. X2)(F)-' Hol(Z'o.xO)(Z'2. X2)(F) par les bijections
canoniques, et independante des sous-varietes transverses .Ii 3 Xi' i = 0, 1,2. La
loi de composition ainsi definie partiellement sur
Hol(F) == U Hol(F)
x,YEF
munit cet ensemble d'une structure de groupoi"de transitif sur F; on designera
par x-i I'identification canonique evidente de F avec I'ensemble des unites de
Hol(F). On peut dire [3] que Hol(F) est Ie groupoi"de d'holonomie de F et que
son groupe structural, note aussi Hol(F), est Ie groupe d'holonomie de F. Pour
xo, X e F fixes, la surjection 1lxox(F)-' HolxoX(F), composee de XF: 1lxoAF)-'
-. Hol(Z'o. Xo)(I, x) (F) et de la bijection canonique Hol(Z'o. xo)(I,x)(F)-. HolxoAF) ,
est independante de Io3Xo, I3X et definit un foncteur plein 1l(F)-'Hol(F)
qu'on designera encore par XF, ou simplement par X. La somme disjointe des
Hol(F), oil F parcourt les feuilles de (V, ff) est un groupoi"de sur V qu'on
designera par Hol(ff), qu'on appelle Ie groupoi"de d'holonomie de (V, ff) et
dont a: Hol(§)-+ Vet p: Hol(ff)-+ V designeront les applications source et but.
On dira qu'une sous-variete transverse I est saturante (resp. absolument
transverse) si la restriction aI de I'application canonique de V sur l'espace des
feuilles VI§ est surjective (resp. injective). Si I est absolument transverse
saturante, on a une surmersion, dite canonique, p: V-+.I correspondant a
I'application canonique V-' VI ff par la bijection I- VI~ Lorsque Ie feuille-
tage ffu induit par § sur une sous-variete ouverte connexe U de Vest sans
holonomie, on designera par </J;;, oil x, y appartiennent a une feuille de !lu,
I'image par I'injection naturelle Holxy(!lu )-Holxy(ff) de I'unique element
auquel est reduit Holxy(ffu ). On dira que I est saturante (resp. absolument
transverse) dans la sous-variete ouverte connexe U-:;I de V si cette propril~te
est verifiee pour ffu . On dira qu'une bijection h :I-+I' de sous-varietes trans-
verses est un diffeomorphisme d'holonomie elementaire s'il existe un ouvert U
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dans lequel I et I' soient saturants absolument transverses et tels que h soit la
restriction de la surmersion canonique U-+I'. On a alors [9] jAh) = t/J;',,(X) dans
Holxh(x)(F) pour tout xeI. On appellera diffeomorphisme d'holonomie Ie
compose d'une suite finie de diffeomorphismes d'holonomie elementaires.
Designons par e l'ensemble des ()=(U,I,h,I', U'), ou h:I-+I' est un diffeo-
morphisme d'holonomie et ou U (resp. U') est un ouvert dans lequel I (resp.
I') est absolument transverse saturant. Sur Ie produit fibre UX I'U' de hop et
dep', oup: U-+Ietp': U'-+I' sont les surmersions canoniques, on definit alors
l'injection ()# : Ux I'U'-+ Hol(ff) par ()#(x, x') = t/J::Xx~p(x)(h)t/J}/(x')x'. On posera
Po= 1m ()#. Ces notations etant posees, on peut enoncer la proposition
suivante qui rejoint les diverses fac;ons [2] [3] [5] [6] [13] de doter Hol(ff) d'une
structure naturelle de variete de dimension n +p.
PROPOSITION. i) Hol(ff) admet une et une seule structure de var;ete de
classe C' telle que, pour tout () e e, Po soit une sous-var;ete ouverte et
()#: UXI'U'-+PO un dijJeomorphisme, avec ()=(U,I,h,I', U').
ii) Hol(ff) munie de cette structure de var;ete est un groupoi'de de Lie
connexe sur V et a: Hol(ff) -+ V p: Hol(ff) -+ V sont des submersions.
(iii) Les sous-var;etes a -I(X) = Holx• (ff) et p-I(X) = Hol,Aff), xe V, sont
connexes.
DEMONSTRATION. i) Les Po, ()ee, recouvrent Hol(3') puisque tout germe
d'holonomie est Ie germe d'un diffeomorphisme d'holonomie [9]. Pour (),
()Iee, avec ()=(U,I,h,I',U') et ()1=(UI,It,h/tIi,UJ), il suffira donc de
montrer que si
(1) ()#(xo, xo) = ()I#(XO, xo)
alors UXI'U' et U I XIi Ui definissent Ie meme germe de sous-variete de Vx V
en (xo,xo) et on a j(Xo.xo)«()#)=j(xo.xo)«()t#). Ceci revient a indiquer une sous-
variete a 3 (xo, xo) de Vx V, ouverte dans U X I' U' et U I X Ii Ui et telle que
l'on ait
(2) () # - ()#ID- liD'
Or, avec les notations ci-dessus, (1) s'ecrit
Soient U2 , Uz des ouverts et I 2, I zdes sous-varietes transverses avec
xoeI2cu2Cunui et xoeIzcUzcu'nUi,
tels que
soient des diffeomorphismes d'holonomie elementaires, et avec I 2 (resp. I2)
absolument transverse saturant dans U2 (resp. Uz). Compte tenu de (3), on a
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alors un diffeomorphisme d'holonomie hz:Iz-+I2rendant commutatifs
I z
hz 1I2 I z
hz II2
PIE2 j jP'IE2 et PIIEz j jPIIE2
hiI
h II' II 117;
Soit fJz = (Vz, I z, hz, I 2, V2). La commutativite des carres ci-dessus entraine
que Q = VzX1:2V2 est un ouvert de Vx 1:' V' et de VI x 1:; V; et que l'on a
(J**(x, x') = (Jz**(x, x') = (Jt(x,x') pour tout (x, x') E VzX 1:2V2, c'est-a-dire (2).
Dans ce qui suit, on dira que les Po, (J E e, sont les ouverts fondamentaux
de la variete Hol(5).
ii) Au moyen des diffeomorphismes (J **, (J E e, on verifie aisement que
P:Hol(Y)-+Vet a:Hol(5)-+Vsontdes submersions et que la loi de compo-
sition de Hol(5), definie sur Ie produit fibre de Pet a, est un morphisme de
varietes. De meme, it sera clair que l'inversion </>-+</> -I du groupolde Hol(:n
est un morphisme et que x-+xest un plongement de V dans Hol( 31). II resultera
de iii) que Ie groupolde de Lie Hol( .7) sur Vest connexe, compte tenu de
Hol(.7l= UXEV Holx, (.'1).
iii) II suffit, pour Xo E V fixe, de montrer que HoIxo, (.:n est connexe; ce
qui revient, pour tout </> E HoIxo, (.'n, a indiquer un chemin de HoIxo, (f)
d'origine xo et d'extremite </>. On montrera que ji: [0,1] -+ Holxo, (.7l, defini
par ji(t)= X([YIIO,tj]), ou Ie chemin y: [0, I] -+Fxo verifie X([Y]) = </>, est continu
en tout to E [0,1]; Fx designe la feuille par xo. Pour (J = (V, I, h, I', V') tel-- °que jxo(h)= ji(to), it suffit de montrer qu'un intervalle I, voisinage de to dans
[0,1] tel que y(I)cV', verifie aussi ji(l)CPo. Pour tEl, montrons donc
qu'on a
(4) ji(t)E Po.
Pour t ?do (resp. t~ to) ceci resulte de ji(t)= ji(to)X([YI[lo,I]]) = ji(to)</>~;o)y(t) (resp.
ji(to)= ji(t)X([YI[I.lo)]) = ji(t)</>~;)Y(lo)' d'ou aussi ji(t)= ji(to)</>~;o)y(t).
3.2. Conformement a une terminologie proposee par Pradines [7], on
dira qu'un groupolde de Lie r sur une variete connexe Vest galoisien si
(a, p): r-+ Vx Vest etale et surjectif. Pour tout Xo E V, on a alors des revete-
ments galoisiens a: r x -+ V et p: rx -+ V. On definit une application, 0 0'
v: 7I:(V)-+r en posant que v(w), ou WE7I:xox(V), est l'extremite du relevement
d'origine Xo d'un chemin Y de V tel que [y] = w, relativement au revetement
p: rx -+ V. On observe aisement:o·
REMARQUE. i) v: 71:( V)-+ r est un foncteur.
ii) Le foncteurvest plein s; et seulements; les rx. ' x E V, sont connexes,
et on a alors les suitesexactes.·
p* v
1-+ 71:x(rx, ) ---+ 71:x<V) ---+ rx-+ 1,
188
a. v
1--+ 7Cx(r ,x) ----+ 7Cx( V) - r x --+ 1.
iii) Soient ret F' des groupoi'des de Lie ga/oisiens sur Vet V' respeetivement







est eommutatif, ou fl: V--+ V' est induit par f
On dira que v: 7C( V)--+r est Ie foncteur canonique du groupoi"de de Lie
galoisien r.
3.3. Pour la variete feuilletee (V, :l) ci-dessus, on designera par a -I('~l
(resp. p-I(.:?}) Ie feuilletage image reciproque de § par la submersion
a: Hol(.r)--+ V (resp. p: Hol(.r)--+ V).
REMARQUE. a-I(.r)=p-I(.:?}.
Il suffit. pour tout if> e Hol(.r), d'indiquer un ouvert Q3 if> et une application
k:Q--+Rn-p distinguee pour a-I(.r) et p-I(.r). Or soit Bee, oil B=(V, E, h,
r, V'), avec ja(I/J)(h)= if> et oil on suppose que V' est Ie domaine d'une appli-
cation distinguee f de :Y. On sait [9] que jjI,ohop: V--+Rn-p est aussi une
application distinguee de :T. La commutativite de




entraine alors que Po est Ie domaine de l'application (f!I,ohop)oa=jop,
distinguee pour a- I(§) et p-I(§).
D'une fa~on generale, on designera par Vy la structure de variete sur V
definie par Ie feuilletage ffet dont les composantes connexes sont les feuilles.
On posera alors fful(§) = (Hol(§».f, oil j'est Ie feuilletage a -I(:n =p-I(§).
PROPOSITION. Soit (V, ff) une variete jeui//etee.
i) les feui/les de ff sont les Hol(F), Fe VI:T.
ii) Chaque groupoi'de Hol(F), Fe VI:?; muni de sa structure de feui//e de
(Hol(§), j) est un groupoi'de de Lie galoisien sur F, et dont XF est Ie foneteur
canonique.
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DEMONSTRATION. i) Pour toute feuille F de (V, ff), it s'agit de verifier que
Ie sous-espace HoI(F) =a - I(F) de H01(ff) est connexe. Or on a HoI(F) =
=UXEF Holx, (ff) et on observe ce qui suit. D'une part, chaque Holx, (ff) =
=a-I(x), est, d'apres la proposition de (3.1.), un sous-espace connexe de
HoI( ff) et est aussi un sous-espace propre [9] relativement a ff; donc les
Holx, (ff), XE F, sont des sous-espaces connexes de HOI(ff). D'autre part, F
est aussi un sous-espace connexe de H01(ff), du fait que I'injection canonique
i:F--+HOl(ff)est continue; en effet [9], i:F--+HoI(F), c'est-a-dire la composee
de I'immersion F--+Vet du plongement canonique V--+HoI(ff), et aoi:F--+VF
sont continues.
ii) On sait [9] que Ies submersions a: Hol(ff) --+ Vet p:Hol(ff) --+ V induisent
des submersions a: Hol(F) --+F et p: Hol(F) --+F. La loi de composition
K: (l/J,I/I)--+l/JI/Ide Hol(F) est donc definie sur une sous-variete Hol(F) X FHol(F)
de Hol(F) x HoI(F) et it s'agit d'abord de verifier que K:HoI(F) xFHoI(F)--+
--+ HOI(ff) est un morphisme. Or ceci resulte [9], d'une part, de ce qui
K:Hol(F) x FHol(F)--+HoI( ff), composee de I'immersion evidente
HoI(F) x FHol(F)--+Hol(ff) x vHol(ff) et de la Ioi de composition de Hol(ff),
est un morphisme et, d'autre part, de ce que aOK:Hol(F)xFHol(F)--+VF
est aussi un morphisme; en effet a 0 K se factorise en des morphismes
prl:Hol(F) x FHol(F)--+Hol(F) et a: Hol(F)--+ VF' Observons ensuite que
l'inversion a:l/J--+l/J-I est un morphisme de Hol(F) dans HOI(ff). En effet [9]
a: HoI(F)--+ HOI( ff), qui se factorise en l'immersion canonique Hol(F)--+ Hol(ff)
et l'inversion du groupolde de Lie HoI(ff) est un morphisme; d'autre part,
aoa:Hol(F)--+VF c'est-a-dire p est un morphisme puisque a-I(ff)=ff=
=p-I(ff). Comme on l'a remarque dans la demonstration de i), l'injection
canonique F--+ Hol(F) est un morphisme, donc un plongement, ce qui acheve
de montrer que Hol(F) est un groupolde de Lie sur F.
Montrons maintenant que Ie groupolde de Lie Hol(F) est galoisien, c'est-a-
dire que la restriction de (a, p>: Hol(F)--+FxFaun voisinage ouvert convenable
de l/J E Hol(F) est un diffeomorphisme sur un ouvert. Soit (} E e, avec
(} =(V, I, h, I', V') et l/J =jAh), et soit P (resp. PI) la feuille de ffu (resp. ffu')
par x (resp. h(x». Puisque les sous-espaces P, P' de V sont propres relativement
a ff, on sait [9] que Ies sous-espaces a - I(p) et p - l(pl ) de Hol(ff) sont propres
relativement a ff=a-I(ff)=p-I(ff).Donc Ie diffeomorphisme (}#: Vxx,V'--+
--+Pe induit un diffeomorphisme de I'ouvert PxP' de FxF sur I'ouvert
Pena-
l(p)np-l(pl )3l/J de HoI(F) dont Ia reciproque n'est autre que Ia
restriction de (a, p>: HoI(F)--+FxF. Montrons enfin que Ie foncteur canonique
de HoI(F) est XF' Pour tout chemin y: [O,I]--+F, it s'agit d'observer que Ie
chemin y: [O,l]--+HoIy(o), (ff), defini dans Ia demonstration de iii) de Ia
proposition de (3.1.) par y(t) = XF([YIIO,tID, est un relevement de Y relativement
au revetement p:HoIy(o), (F)--+F. Or ceci resuite de ce que Ie sous-espace
HoIy(o), (F) =HoIy(o), (ff) de HoI(ff) est, comme on l'a remarque dans i),
propre relativement a :#.
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COROLLAIRE. Pour tout x E V, on a des suites exactes
P. X
1-+1lx(Holx. (Fx»-1lx(Fx) - Holx(Fx)-+1
et
4. LE GROUPOIDE FONDAMENTAL n(.'F)
4.1. Dans ce qui suit, les sous-varietes transverses d'une variete feuilletee
(V, 51 seront supposees non seulement connexes, mais aussi simplement
connexes, et ffrIJ designera leur ensemble. Pour Eo, E E ffrIJ, on sait [9J que
HoIIoI(51 == U HoI(Io•x)(I. y)(Fx)
yeFxnI
xeIo
est un ouvert de II(Eo,E) muni de la topologie d'espace etale par a: II(Eo,E)-+
-+Eo. C'est cette topologie que 1'on considerera sur HoIIoI(51, suppose non
vide; C(f/J) designera la composante connexe dans HoIIoI(51 de f/J. On
appellera chaine d'holonomie de (V, 51 un systeme r== (Eo, f/Jit ... , f/JmEn), avec
f/J;EHoIIHIj(51 et E;EffrIJ . On dira que Eo (resp. En) est l'origine (resp.
1'extremite) de r. On sait [11J que l'ensemble HoIIoI(51 des chaines d'holo-
nomie d'origine Eo et d'extremite E n'est pas vide. D'oil une loi de compo-
sition (r,r) -+r *r associative, partiellement definie sur
Hol(51 == U d HoIIoI(51
Io.IeY
par les applications HoIIoI,(51XHoIIII2(51-+HoIIoI2(51, avec E;E ffrIJ et
oil r*r est la reunion evidente de ret de r. Pour r, r EHoIIoI(51 avec
r== (Eo, f/J), ... ,f/JmEn) et r==(To, l/Iit ... , l/Im' Tm), on posera r< r si m ==n+ 1
et qu'it existe O~io<n, f/J'EC(l/I;o)' f/J"EC(l/I;o+) tels qu'on ait E;== T; pour
1~i~io, E;== T;+) pour io+ 1~i~n, f/J;== l/I; pour 1~i<io, f/J;o==f/J'f/J" et
f/J;==l/I;+) pour io<i<n. On designera par 1lIoI(51 Ie quotient de HoIIoI(51
par la relation d'equivalence engendree par <. La loi de composition de
Hol(51 induit sur
1l(51 == U 1lIoI(51
Io.Ieyd
une loi de composition (tP, 'P) -+ tP * 'P munissant 1l(51 d'une structure de
groupoide transitif sur ffrIJ [11J. On dira que rE Hol(51 est un representant de
K(T), oil K: Hol(51-+1l(51 est 1'application canonique. Pour f/J EHoIIoI(51,
on posera [f/JJ == K(f/J), compte tenu de 1'injection canonique evidente
HoIIoI(51-+HoIIoI(51. On observe [l1J que C(f/J) == C(f/J') entraine:
(1) [f/JJ == [f/J'J.
Si (Eo,f/J), ... ,f/JmE) est un representant de tPE1lIoI(51, alors on a
(2) tP==[f/Jd*···*[f/JnJ.
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Plus particulierement, pour des germes d'holonomie composables
¢>EHoIIoI1 (3'), ¢>'EHoII (I2(3'1, on a
(3) [¢>¢>'] = [¢>] *[¢>'].
Pour xEEonE, ou Eo, EE ffrIJ, on posera XIoI= [XIoI]' Pour xo, XE V fixes,





une relation l'equivalence r/J-r/J', ou r/JE11"IoI(ff) et r/J'E11"IoI'(3'), definie par
XOIoIo*r/J' = r/J *XII', et dont Ie quotient sera designe par 11"xoAY). Des sous-
varietes transverses pointees (Eo, xo), (1:: x) etant fixees, on a alors par restric-
tion de I'application canonique ftxoA3')-+11"xoAff) une bijection, dite canoni-
que, r/J-+i/J de 11"IoI(3') sur 11"xoAff). Quels que soient Xo, Xl> X2E V, on a une
application (r/J, 'P)-+r/J*'P de 11"XOXI(ff)X 11"XIX2(.:?) dans 11"XOX2(ff) , deduite de la
loi de composition 11"IoII(3')X11"III2(ff)-+11"IoI2(3') du groupoide 11"(3') au
moyen des bijections canoniques 11"z:z(ff)-+11"xx(3') et independante des
, J I J
Ei 3Xj, i=O, 1,2. Sur
U 11"xoAY),
Xo.XE v
on deduit ainsi de 11"(ff) une structure de groupoide transitif sur V, ayant meme
groupe structural que 11"(ff), qu'on designera aussi, sauf risque de confusion,
par 11"(ff) et qu'on appellera Ie groupoide fondamental de ff. On dira que Ie
groupe structural de 11"(ff), note aussi 11"Cn, est Ie groupe fondamental de ff.
Ce groupe n'est autre que Ie groupe fondamental defini par van Est [8] pour
Ie schema de variete assode a (V, ff). Pour une feuille F et Xo, X EF fixes, on
a une application I1F: HolxoAF)-+11"xoA3') rendant commutatif Ie carre
ou les fleches verticales sont des bijections canoniques, et independante de
Eo3Xo, E3X. Compte tenu de (3), on a defini ainsi un foncteur 11: Hol(ff)-+
-+11"(3') de groupoides sur V. Pour EE fftfJ , on designera par eI l'element
neutre du groupe 11"I(ff) = 11"II(3') et, pour Xo, xEE, on posera e(xo,I,x)=eI
dans 11"xoA3'). Dans Ie cas ou Xo =X, eI est l'element neutre de 11"x(.:?) = 11"xAff),
independant de E, et note x. Etant donnes ¢>, ¢>'EHoIIoI(ff) avec a(¢»=xo,
P(¢»=x, a(¢>')=xQ, P(¢>')=x' et tels que C(¢»=C(¢>'), on a, compte tenu
de (1)
(4) e(xo,Io,xo) *11(~') =11(~) *e(x,I,x')'
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Si tP E llIoI(§) admet Ie representant FE HoIIoI(.'Jl, oil
F= (.Eo, ¢Jo, ... , ¢In- 1o.E),
on a alors, compte tenu de (2)
{
i/J=e( .... )*n(,1;o)*e( )* ••• *e(5) xo.~.yo '/ 'I" ZO I.YI (Zn-2. I n-I.Yn_l)
*17(¢Jn-l)*e(zn_I.I.x)
4.2. Etant donnes un ouvert connexe U de la variete feuilletee (V, Yl et des
sous-varietes .Eo, .E transverses a Yu, on a une application, dite canonique,
llIoI(ffu)-+llIoI(Yl induite par l'inclusion HoIIoI(Yu)CHoIIoI(Yl. Pour xo,
XE U fixes on a alors une application, llxoxC:1u)-+llxox(Ylrendant commutatif
llIoI(ffu) 'llIoI(Yl
j j
llxoAYu ) I llxoxUJl
oil les fleches verticales sont les bijections canoniques, et independante des
sous-varietes transverses .E03xo, .E3X. D'oil un foncteur dit canonique
ll(ffu)-+ll(Yl. Pour des ouverts connexes UC U' de V, Ie diagramme
ll(ff)
est commutatif. Cette propriete et Ie lemme suivant permettront de doter Ie
groupolde 1l(§) d'une structure de Lie galoisienne dont Ie foncteur canonique
ll(V)-+ll(Y) est plein.
LEMME [11]. Pour que Ie groupoiaefondamentaldu feui//etage 31- de V soit
trivial, if suffitque V soitsaturepar une sous-varieteabsolumenttransverse.
Pour un ouvert connexe U de (V, §) tel que ll(Yu ) soit trivial, tP;j,E llxy(F),
oil X, yE U, designera l'unique element de l'image de llXy(.:1u)-+llxy(Yl.Soit
alors Z l'ensemble des (=(U, tP, xo, tP', U'), oil les ouverts connexes U, U'de
V sont tels que ll(ffu), ll(ffu') soient triviaux, oil Xo E V et oil tP, tP'E 1l(§)
verifient a(tP)EU, P(tP)=xo=a(tP'), P(tP')EU'. On dira que UxU' est Ie
domaine de (. On assode a ( la bijection (# de llxo(F) x Ux U' sur
lluu'(§)= {qJE llC~)la(qJ) E U, P(qJ) E U'}
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definie par (#('1', x, X') = tP; I • tP. '1'. tP' • tP;, avec tPx= tP:!t.1I>)x et tP;,= tP!I<~)x,.
On a alors Ie diagramme commutatif
ce qui permet d'enoncer, relativement it la structure discrete de llxo(§):
PROPOSITION. i) 1l(ff) admet une structurede var;etede c/asse Cr telle que
(a, p>: 1l(§)-+ VX V soil un revetementadmettantles cartes (#, avec (E Z.
ii) Pour toutesous-varietetransverseI de (V, §) /'applicationI#: (x, y)-+
-+e(x,I,y) de IxI dans 1l(§) est un morphismede var;etes.
iii) Le groupofde1l( ff) est un groupoidede Liegafoisiensur V, refativement
a fa structurede var;etedefiniepar i).
iv) 11: Hol(§)-+ll(§) est une immersion.
v) Lefoncteurcanoniquex:n(V)-+ll(ff) du groupoide gafoisien1l(§) est
plein et, pourtoutefeui//e F, Ie carre
(1)
'IFHol(F) -.:.:....-_. 1l(ff)
oil j. est induitpar I'immersioncanoniquej:F-+ V, est commutatif.
DEMONSTRATION. i) Compte tenu du lemme, il est clair que les domaines des
(eZ recouvrent Vx V. Quels que soient (It (2eZ, oil (;=(UjttP;.x;,tP[,Uj),
i=1;2, avec UI n U2 =#: 0, U1nU2=#: 0, il s'agit essentiellement de verifier que la
composee du changement de cartes (2# -1°(1#: 1lxl(§) X (U. n U2) x (U1n U2)-
-+ 1lX2(ff) x (UI n U2) x (U1n U2> et de la projection naturelle 1lXz(§) x
X (UI nU2) x (U1n U2)-+llxz(§) est 10calement constante par rapport it
(x, x')e (UI n U2) x (U1n U2). Ceci revient it montrer que I'application
X-+tP2x.tPl~1 de UI n U2 dans llyzY1 (§)' avec y;=a(tP;), et I'application
x'-+tPix,.tPh'de UinU2 dans 1lYtYZ(ff), oil y[=P(tPj), sont respectivement
constantes dans tout ouvert connexe U C UI n U2 et dans tout ouvert connexe
U'C U1n U2. II suffit, evidemment, de verifier l'une de ces assertions, soit, par
exemple, qu'on a tP2x .tPl; 1= tP2y .tPjyI, ou encore
(2) tP\;1 .tPIy= tPi/ .tP2y
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dans nxi.'T)quels que soient x, ye V fixes. Or les deux membres de (2) egalent
<P:;', compte tenu des diagrammes commutatifs
induits par Vc Vie v, ;=: 1,2.
ii) Pour (xo, Yo) e E x E et (e Z de la forme (V, xo,xo, e(xo,I,Yo)' V'), on
observe en effet que la restriction de E# a (VnE) x (V'nE) correspond par
(# : nxo(.'T)x Vx V'-+nuu'(.'T) au morphisme (x, y)-+(xo,x, y).
iii) Le produit fibre n(.'T) x vn(.'T) des submersions P et a est une sous-
variete de n(.'T)x n(.'T) et, au moyen de cartes appropriees (#, avec' e Z, du
revetement (a, P): n(.'T)-+Vx V, on observe aisement que la loi de composition
n(.'T)x vn(ff)-+n(.'T)et l'inversion n(.'T)-+n(.'T) du groupolde n(.'T) sont des
morphismes de varietes. II est clair aussi que l'injection x-+x de V dans n(.'T)
est un plongement. Donc n(.'T) est un groupolde de Lie galoisien.
iv) Pour tout ()ee, avec ()=:(V,E,h,E',V') et n(ffu), n(ffu') triviaux, il
suffira de verifier la commutativite de
oil v et ()o e Z sont definis par v(x, x')=: (xo, x,x'), avec Xo e E, et
{)o =: (V, xo, xo,"Uxo(h»,V').
Pour (x, x')e V x I'V', il s'agit donc de verifier
(3) (" 0 ()# )(x, x') =: ({)o# 0 v)(x,x').
Or on a
# , U -.-- u'
("0 () )(x, x) =: <PxP(X) *"Up(x)(h» *<pp'(X')x'
u u -.-- u' U'
=: <Pxxo*<PxoP(x)*"Up(x)(h» *<pp'(X')h(xo)*<Ph(xo)x'
u -.-- U'
=: <PXXo *e(xo,I, p(x)) *"Up(x)(h» *e(p'(x'),I',h(xo))*<Ph(xo)x' et
({)O# 0 V)(X, x') =: <pZo*"Uxo(h»*<Pf;{~o)x"
Or d'apres (4) de (4.1.), on a
"Uxo(h» *e(h(xo),I'. p'(x'))=: e(xo,I,P(x))*"Up(x)(h»
dans nxop'(X')(.'T),ce qui entraine (3).
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v) Compte tenu de iv) et de I'immersion canonique Hol(F)-+ Hol(.:f) on
observe que T/F est un foncteur de groupoldes de Lie galoisiens. La commu-
tativite de (1) resulte alors de la remarque de (3.2.). II reste a montrer, pour xo,
XE V fixes, que x:1lxoAV)-+1lxoAff) est surjective. Pour toute chaine d'holo-
nomie r= (1:0, l/Jo, ... , l/Jn-b1:n) avec Xo E1:o, XE1:, il s'agit, compte tenu de (5)
de (4.1.), de montrer I'existence de WE 1lxoAV) tel que I'on ait
(4) X(w) = e(xo.L'o.Yo) *T/(fPo) *e(Zo.L',.y,) *... *e(Zn_2.L'n_I'Yn-I) *T/(fPn - I) *e(Zn_I.L'mx)
avec Yj = a(l/JJ, Zj = P(l/JJ. Pour i = 0, •.. , n, soit OJ l'unique element de
1lZi_IYj(1:j), avec Z_I =Xo, Yn=X, et, pour i = 0, ... , n -1, soit WjE 1lYiZi(Fj), avec
F j=FYi' tel que
(5) XFj(WJ=fPj.
Designons par J j (resp. Wj) I'image de OJ (resp. Wj) par Ie foncteur 1l(1:j)-+1l(V)
(resp. 1l(FJ-+1l(V)) induit par I'immersion canonique de 1:j (resp. F j) dans V.
D'apres ii), on obtient
(6) X(Jj ) =e(Zi_I.L'j'Yi)'
D'autre part, la commutativite de
1l(FJ I 1l(V)
XFi j jx entraine, d'apres (5),
Hol(Fj ) " I 1lUl )
X(Wj) =T/(xp(Wj))=T/(fPj). Compte tenu de (6), il est clair que l'on a (4) avec
w=JOwOJI.'··Jn-IWn-tJn'
4.3. D'apres la proposition precedente, et compte tenu de la remarque de
(3.2.), on a, pour Xo E V fixe, une suite exacte
P* x1-+1lxo(1lxo. (:1j)--+ 1lxo( V) --+ 1lxo(:1l-+ I.
Une evaluation du noyau de X, c'est-a-dire du groupe de Poincare de 1lxo• (:1l
est fournie par l'enonce suivant, oil KerAFx), XE V, designe Ie noyau de
I'homomorphisme X: 1lAFx)-+HoIAFx), les autres notations etant celles
definies dans (4.2.).
PROPOSITION [11]. Soil X: 1l(V) -+1l(:1j Ie foncteurcanoniquede 1l(:1l. Pour
que X(w)=X(w'), OU w, w'E1lxoAV), if faut et if suffit qu'if existe XjE V,
ojEKerxj(Fx), i=O, ... ,n, avec Xn=X, et WjE1lXj_,Xi(V), i=I, ... ,n, tels que
W=WI'''Wn et W'=JOWIJI···Jn-IWnJn'
5. LE PLONGEMENT CANONIQUE 71(J)->71(B:I/)
5.1. Soit rungroupolde topologique. Reprenant les notations de (2.1.), on
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designera par Ero (resp. Erl) Ie sous-espace ferme nn pi;' ~ 1(0) (resp.nn Pi;,1(O» de Er forme des [t,g] tels que tn=O pour n impair, (resp. pair).
LEMME. Soient1, f' des applications continues definies dans un espace topo-
logique X, it valeurs dans Eret verifiant pof=pof', f(X)CEro, f'(X)cEr(.
Alors f et f' sont homotopes.
En effet, posant [t(x),g(x)] =f(x), [t'(x),g'(x)] =f'(x), on observe que l'appli-
cation continue F:Xx [0, l)-.Er definie par
F(x, s) = [«1 - s)to(x), go(x», (st; (x), g; (x'», «1 -s)t2(x), g2(X», ... ]
est une homotopie de f af'.
On peut alors demontrer comme suit un enonce connu [1], mais dont la
demonstration semble ne pas avoir ete publiee ou, en tout cas, etre peu connue.
PROPOSITION. Soit r un groupoide topologique. L 'application {J du sous-
espace U des unites de r dans Er definie par (J(x) = [(1, x), (0, x), ... ] est une
equivalence d'homotopie.
Puisque p:Er-.U est une inverse a gauche de l'application continue {J, it
suffit de verifier que {Jop:Er-.Erest homotope a lET' Pour tout entier n'21,
soit an:R-.R la fonction affine croissante appliquant [l-H)n-I,I-mn] sur
[0,1] et soit hn:Erx[l-(t)n-I,I-(t)n]-.Er I'application continue definie
par
(0, P([t,g])), ... , (0, PW, g])),, )
y
n-I fois
Les applications hn, n'2l, definies sur des fermes de
[O,I[xEr= U [I-H)n-\I-(t)n]xEr
n",j
se recollent en une application continue h : [0, I [ x Er-.Er. Observons mainte-
nant que Ie prolongement Ii: [0, 1] x Er-.Erde h defini par n([t, g], 1) = [t, g] est
continuo Puisque [0,1 [x Er est un ouvert de [0,1] x Er, it suffit de verifier la
continuite de Ii en ([t,g], 1) pour tout [t,g] eEr. Etant donne un voisinage Q de
[t,g], et qu'on peut supposer de la forme (nnepPn-l(ln»n(nnePogn-I(Un»,
oil p-:JPo est une partie finie de N, avec Po ={n e Nltn*O}, chaque intervalle
In' n e P (resp. n e Po), etant un voisinage ouvert de tn dans [0,1] (resp. ]0,1])
et Un' nePo, etant un voisinage ouvert de gn (cf. demonstration de la propo-
sition de (2.2.», it suffit d'indiquer O<e< 1 tel que h(Qx [l-e,I[)CQ. Or un
tel e existe du fait que n>max (P) entraine hn(Qx [l_H)n-l, I-H)n])cQ.
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Ce qui precede montre que 1Er==n(·, 1) est homotope Ii hl ( ,,0) qui prend ses
valeurs dans Ero et est, par consequent, en vertu du lemme, homotope Ii
hi: [t,g]-+[(0,P([t,g])),(1,P([t,g])),(0,p([t,g])),... ]. En vertu du meme lemme,
hi est homotope Ii (lop, ce qui acheve la demonstration.
5.2. Dans ce qui suit, on designera par 'fJ Ie groupoide topologique d'holo-
nomie de la variete feuilletee (V, ff). Soit A: V-+ B'fJI'injection continue obtenue
en composant (l: V-+E'fJ, definie par (l(x)==[(1,X),(0,X), ... ], et q:E'fJ-+B'fJ.
Compte tenu de (4.2.), on peut enoncer:
PROPOSITION. A.:n(V)-+n(B'fJ)se factorisea travers X: n(V)-+n(ff) en un
isomorphismede n(ff) avec un sous-groupoi'deplein de n(B'fJ).
Pour xo, xeV fixes, il s'agit d'observer que A.:nxox<V)-+n).(Xo»).(x)(B'fJ)
se factorise Ii travers la surjection X: nxox(V)-+nxox(ff) en une bijection
nxox<ff)-+n).(xo»).(x)(B'fJ).Observons d'abord que A. est surjective, parce que
composee de (l.:nxoX<V)-+ne(xo)u(x)(E'fJ), bijective d'apres (5.1.), et de
q. : nu(xo)u(x)(E'fJ)-+n).(xo»).(x)(B'fJ),surjective d'apres la proposition de (2.3.);
en effet, 'fJ verifie, d'apres la proposition de (3.1.), les proprietes requises.
Puisque A. ==q.0(l. est surjective, il n'est donc que de verifier, pour w,
w'enxoX<V), que I'on a
(1) X(w) == X(w').
si et seulement si
Avec les notations de (2.3.), observons d'abord, pour tout f. eE'fJ, que Ie
carre commutatif
E'fJ
avec x == p(f.), et ou jest l'immersion canonique, induit, compte tenu du corol-
laire de (3.3.), Ie carre commutatif
(f.)
ou P. est un isomorphisme. Montrons que (2) entraine (1). En effet, il existe
alors, d'apres la proposition de (2.3.), c.;eErJ, w;en{i_l{i(E'fJ),i== 1, ... ,n,
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avec <0 =U(Xo), <n=U(X), et <>jE lli';«(9'Xj. ), i=O, ... ,n, avec Xj=P«;), tels qu'on
ait U.(W)=Wl···WmU.(w')=~~(<>O)WI~I#.(<>d···wn<n#.(<>n)' Compte tenu de
po U=1v et de la eommutativite des (~;), i =0, ... , n, iI vient alors
W=P.(U.(w»=P.(WI) ",P.(wn),
W' =P.(U.(w'» =j .(P• (<>o»P.(WI») .(P.(<>I» ...P.(wn»).(P.(<>n»
et done (1), compte tenu de la proposition de (4.3.). Reciproquement (1)
entraine, d'apres Ia meme proposition, I'existence de Xj E V, Wj E llXi _1X;( V),
i=I, ...• n, avec Xn=X. et o;EKerXi(Fx) tels que W=WI'''Wn et
w'= ).(Oo)wI1.(OI) ... Wn).(<>n)'
D'o-u
On obtient alors (2) d'apres la proposition de (2.3.), compte tenu de ce que,
dans chaque carre commutatif (u(x;», i=I, ... ,n. P. est, d'apres (5.1.). un
isomorphisme tel que P;1=U., ce qui entraine U.U.(<>j» =U(Xj):<P;I(Oj».
Ce qui precede demontre, tout en lui donnant un sens precis, l'affirmation
suivante de van Est [8].
COROLLAIRE. Le groupe fondamental de ff est isomorphe au groupe de
Poincare de B (9'.
5.3. Pour XoE V fixe, soit P- 1(5) Ie feuilletage image reciproque de ffpar
p: llxo• (.9")-+ V sur la variete llxo• (5), connexe d'apres (4.2.). On sait [9] que
p: llxo• (9)-+ V induit un revetement de chaque feuille F de P- 1(5) sur une
feuille de .r et un foncteur fidele ,8: Hol(P- I(5)-+ Hol(5). La proposition
(6.2.) de [11] admet alors la formulation suivante:
PROPOSITION. Soit (V,.9") une variete feuilletee et soit XoE V fIXe.
i) Le groupe fondamental du feuilletage P- 1(ff), image reciproque de .r
par p: llx (ff)-+ V, est trivial.o·
ii) Quefs que soient fa feuille F de P- I (5) et t/>EF, fa suite
iJ "1-+ Hoi<Jl(F) ----'--+ Holp(<Jl)(P(F» -'-+ IIp(<Jl)( .9")
est exacte.
La premiere partie de cet enonce exprime que Ie schema de variete assode a
p-1(.'T) est un revetement universel. au sens de van Est [8], de celui de :F. La
seconde partie exprime que 'IF': Hol(P)-+ll(ff), ou Pest une feuille de §, a
pour noyau l'holonomie d'une feuille quelconque de p-I('~J au dessus de P.
Compte tenu du eorollaire de (5.2.), iI vient aussi:
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COROLLAIRE. Le ciassifiant B C9'o du groupoide d'holonomie C9'o de
(1Cxo• (:f),p-l(:f) est simplement connexe.
REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES
1. Buffet, J.P. et J.C. Lor - Une construction d'un universel pour une classe assez large de T-
structures. C.R. Acad. Sc. Paris, 270, serie A, 1970, 640-642.
2. Connes, A. - A survey of Foliations and Operator Algebras. I.H.E.S., 1981.
3. Ehresmann, C. - Structures feuilletees. Proc. of the 5th Canad. Math. Cong., 1961: Oeuvres
completes, II. 2., 563-626.
4. Haefliger, A. - Groupoi"des d'holonomie et classifiants. Asterisque, n° 116, 1984.
5. Pradines, J. - Theorie de Lie pour les groupoi"des differentiables. C.R. Acad. Sc. Paris, 263,
serie A, 1966, 907-910.
6. Pradines, J. - Feuilletages, holonomie et graphes locaux. C.R. Acad. Sc. Paris, 298, serie I,
1984, 297-300.
7. Pradines, J. - How to define the differentiable graph of a singular foliation. Cahiers de Top.
et Geometrie Diff., Vol. XXVI, 4 (1985), 339-380.
8. Est, W. van - Rapport sur les S-atlas. Asterisque n° 116, 1984.
9. Ver Eecke, P. - Introduction it la theorie des varietes feuilletees. Esquisses mathematiques,
31, Amiens, 1982.
10. Ver Eecke, P. - Sur Ie groupe fondamental d'un feuilletage. C.R. Acad. Sc. Paris, 300, serie
I, 1985, 55-58.
11. Ver Eecke, P. - Sur Ie groupe fondamental d'un feuilletage. Cahiers de Top. et Geometrie
Diff., Vol. XXV, 4 (1984), 381-428.
12. Ver Eecke, P. - Sur Ie classifiant du groupoi"de d'holonomie d'un feuilletage. C.R. Acad. Sc.
Paris, 300, serie I, 1985, 639-642.
13. Winkelnkemper, H. - The graph of a foliation. Ann. Glob. Analysis and Geometry, vol. 1,
n° 3, 1983, 51-75.
14. Zisman, M. - Topologie algebrique elementaire. Armand Colin, Paris, 1972.
200
